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1 Einleitung

Dieser Beitrag will nicht mehr als eine Miszelle zur Philosophie der Ma-
thematik Oskar Beckers sein. Er spiirt den Beziehungen zwischen Becker
und seinem beriihmten, in Freiburg aber ungeliebten Mathematiker-Kollegen
Ernst Zermelo nach, dem Mengentheoretiker und Grundlagenforscher. Die-
se Beziehungen, die durch gemeinsame mathematikphilosophische Interessen
und die gemeinsame Zeit an der Universitéit Freiburg beférdert wurden, sol-
len auf Grund der Publikationen Beckers und an Hand von Materialien aus
dem Nachlafl Zermelos rekonstruiert werden. Es wird insbesondere ein Brief
Beckers an Zermelo publiziert, in dem Becker Stellung nimmt zu Zermelos
Theorie infiniter Mengenhierarchien. Die Kontextualisierung dieses Briefes
158t es sinnvoll erscheinen, einen genaueren Blick auf Leben und Werk Zer-
melos zu werfen @ auch wenn sich dabei eine Asymmetrie der Darstellung
ergibt, die im Rahmen dieser Publikationsreihe zu Oskar Becker vielleicht
verzeihbar ist.

2 Vorspiel: Hilberts Brief an Becker

Im Nachlafl David Hilberts in Gottingen findet sich der Entwurf eines Brie-
fes, den Hilbert moglicherweise im Herbst des Jahres 1930 an Oskar Becker

*Ich danke Heinz-Dieter Ebbinghaus (Freiburg i. Br.), Christian Thiel (Erlangen), Jo-
hannes Emrich (Erlangen) und Marcello Ghin (Paderborn) fiir Korrekturen und hilfreiche
Hinweise.

'Die Zermelo-Forschungen sind Gegenstand eines DFG-Projektes , Wissenschaftliche
Biographie von Ernst Zermelo (1871-1953)%, das ich zusammen mit Heinz-Dieter Ebbing-
haus (Freiburg i. Br.) durchfiihre.
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geschickt hat2 Hilbert befand sich damals im Ostseebad Rauschen, und er
ergriff die Gelegenheit, Beckers Werk Mathematische Fxistenz, das ja schon
drei Jahre vorher erschienen war (Becker 1927), zu kommentieren. Dieser
Kommentar mufite unter erschwerten Bedingungen erfolgen, denn:

Nun liegt mir hier Thr Buch nicht vor, {iberhaupt keinerlei Material.
Trotzdem mochte ich Thnen von hier aus einige Bemerkungen dazu
machen, da ich in Gottingen sonst vielleicht garnicht dazu komme.

Leider ist der Brief nicht vollstandig iiberliefert, die zweite Seite des Kon-
zeptes fehlt. Es ist aber offensichtlich, dal Hilbert in hochster Erregung ins-
besondere die Beckersche Ablehnung seiner Widerspruchsfreiheitsbeweise fiir
das Programm einer Grundlegung der Mathematik kritisierte. Auf der dritten
Seite fiihrt er gegen die Kritik an dem, was Becker ,,Hilberts Formalismus*
genannt hatte, die Verlaflichkeit der Mathematik und ihren Erfolg in Anwen-
dungen ins Feld. Wenn denn schon Becker an der formalistischen Mathematik
zweifele, miisse er auch zu folgendem stehen:

Also heraus mit dem Flederwisch, zeigen Sie mit der transfiniten
Schlussweise, dass 2 > 7 oder 3 -4 = 8 ist! Und wenn wir erst an
alle die Anwendungen denken! Haben Sie sich klar gemacht, was fiir
eine Fiille von Mannigfaltigkeiten in transfiniten Schliissen und Rech-
nungen der schwierigsten und miihsamsten Art z.B. in der Relati-
vitatstheorie und ebenso in der Quantentheorie stecken, und die Natur
richtet sich doch genau nach diesen Ergebnissen. Der Fixsternstrahl,
der Merkur und die verwickeltsten Spektren hier auf Erden und in der
Ferne von 100000 Lichtjahren? Und das soll alles Zufall sein?

Charakterisiert man, wie ich dies getan habe (Peckhaus in diesem Bd.), Hil-
berts Philosophie der Mathematik, wie sie in seiner Metamathematik for-
muliert ist, als nicht-realistische, dem Konstruktivismus &hnliche Position,
und seine synthetisch-dogmatische Axiomatik, die gerne mit dem Forma-
lismus identifiziert wird, gar als erkenntnistheoretisch neutral, so bereitet
diese Stelle natiirlich einige interpretative Schwierigkeiten. Denn wenn hier
von Hilbert behauptet wird, dafl sich die Natur genau nach den Ergebnissen
transfiniter Mathematik richte, so scheint ein Realismus anzuklingen. Wir
sollten jedoch festhalten: Hilbert war kein Philosoph und sollte daher auch
nur mit Vorbehalten beim philosophischen Wort genommen werden. Ich halte
Hilberts hier zitierte Uberlegungen also fiir philosophisch naive (allerdings an
Kant gemahnende) Positionsbestimmungen beziiglich eines grofien, bis heute
nicht fiir alle Seiten befriedigend gelosten Problems in der Philosophie der
Mathematik: des Anwendungsproblems®

2Staats- und Universititsbibliothek Géttingen, Handschriftenabteilung [SUB Gottin-
gen] Cod. Ms. D. Hilbert 457.
3Vgl. zum Anwendungsproblem in der Mathematik Thiel 1995, 30-48.
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Die Vorwiirfe, auf die Hilbert hier Bezug nimmt, werden offenbar auf
der zweiten Seite des Briefes referiert, die uns leider nicht mehr vorliegt. Es
kann aber vermutet werden, dafl sich Hilbert dort iiber die gingige Cha-
rakterisierung des Formalismus als blofles Zeichenspiel gedrgert hat. Bei ei-
ner solchen Charakterisierung wird, wie ich denke, die alte Kritik Freges an
der formalen Arithmetik Thomaes und anderer gedankenlos auf die Hilbert-
sche Mathematik iibertragen (vgl. Peckhaus 1997). So hat auch Becker diese
Charakterisierung des Formalismus in durchaus vorwurfsvollem Ton gegen
Hilberts axiomatisches Programm gewendet. Er spricht in der Mathemati-
schen Ezistenz vom ,mathematischen Formelspiel“ (Becker 1927, 35), vom
,Deduktionsspiel“ (316), vom , formal-mathematischen Spiel“ (323) und mit
Bezug auf Gauss vom ,inhaltsleeren Zeichenspiel“ (41).

Obwohl Becker nicht der einzige ist, der den Formalismus auf diese Weise
beschrieben hat, ist Hilberts Erregung versténdlich, denn die Spielmetapher
paBt nicht auf Hilberts spezifische Variante einer axiomatischen Grundlegung
der Mathematik. Hilbert spielt zwar mit seinen Axiomen, um herauszufin-
den, wie sich die Mathematik eines bestimmten Gebietes bei Variation der
axiomatischen Basis dndert. Im wesentlichen dient die Axiomatisierung aber
der Rekonstruktion bestehender Mathematik. Damit ist sie natiirlich in ih-
ren Spielrdumen pragmatisch eingeschrankt. Die Art der Axiomatisierung ist
zudem durch Problemstellungen bestimmt, die sich in Anwendungen der Ma-
thematik ergeben haben. Die axiomatisierte Mathematik erfiillt fiir Hilbert
also auch eine Dienstleistungsfunktion, die mit einem reinen Zeichenspiel si-
cherlich nicht zu bewéltigen wére.

Die Vermutung, daf sich Hilberts Kritik gegen die Spielmetapher richtet,
wird durch Beckers Antwortbrief vom 4. Oktober 1930 unterstiitzt® Becker
betont darin, dafl es keineswegs seine Absicht gewesen sei, den hohen Wert der
Beweistheorie anzugreifen oder die mittels transfiniter Schlufiweisen gewon-
nenen Ergebnisse der formalen Mathematik zu ,,bezweifeln“. Er habe ledig-
lich den Unterschied zwischen der ,,philosophischen inhaltlichen Wahrheit
der Meta-Mathematik und der bloflen Richtigkeit der formalen Mathematik
naher interpretiert. Er fahrt dann fort:

Wenn ich dabei die formale Mathematik als ein Spiel bezeichnet habe,
so ist das ja auch oft von den Mathematikern selbst gesagt worden, es
ist z. B. ausgesprochen Zermelos Standpunkt.

Es erscheint mir sicher, dafl dieses auf Konventionen und Autoritéiten gestiitz-
te Argument Hilbert in dieser ja doch systematischen Frage nicht hat iiber-
zeugen konnen. Beziiglich des faktischen Erfolgs der Mathematik in Anwen-
dungen gibt Becker zu (allerdings mit einer durchaus angebrachten Distan-
zierung):

4SUB Gottingen, Cod. Ms. D. Hilbert 457.
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Das Problem der Anwendung der formalen Mathematik auf die Physik
ist in philosophischer Hinsicht m. E. sehr schwierig, die Tatsache der
Anwendbarkeit zu , bezweifeln®, wire Wahnsinn.

Der Name ,,Zermelo®“ ist gefallen. Dem Mengentheoretiker Ernst Zermelo
wird der ,ausgesprochene“ Standpunkt zugeschrieben (fiir den es allerdings
weder im Zermeloschen Nachlafl noch in seinen Veroffentlichungen einen Be-
leg gibt), dafl formale Mathematik ein Spiel sei. Zermelo wird aber noch an
anderer Stelle des Briefes genannt. Hilbert hatte sich, nachdem er die Anwen-
dungen formaler Mathematik aufgelistet hatte, zu einem personlichen Angriff
gegen Becker hinreiflen lassen:

Und bei der Sachlage sollten wir wegen der schonen Augen einiger als
Mathematiker verkleidete[r] Philosophen aus philosophischen Griinden,
die noch dazu vollig willkiirlich und garnicht einmal prézise formulier-
bar sind, auch nur einen Augenblick uns besinnen und wanken!

Becker sieht sich in seinem Antwortschreiben zur Reaktion genétigt. Er weist
auf seine mathematische Qualifikation hin:

Allerdings bin ich dem wirklichen mathematischen Betrieb doch nicht
so ganz fern, wie Sie zu glauben scheinen. Ich habe seinerzeit 12
Semester Mathematik (bei Holder und Herglotz in Leipzig) studiert
und dann in diesem Fach promoviert, mit einer axiomatischen Arbeit
(1914). Nach 4 Jahren Kriegsdienst habe ich mich dann der Philoso-
phie zugewandt und mich 1922 bei Husserl hier [in Freiburg] habili-
tiert. Auch noch in den letzten Jahren habe ich mit Mathematikern
brieflich und miindlich viel verkehrt, auch mit Herren aus Ihrem enge-
ren Kreise (W. Ackermann und J. v. Neumann), ferner mit H. Weyl,
und hier [in Freiburg] natiirlich oft mit E. Zermelo, in dessen Seminar
ich sogar iiber die Probleme aus der Theorie der transfiniten Ord-
nungszahlen mehrfach Vortriage gehalten habe.

Hilbert hat iibrigens die Polemik gegen Becker spéter in einen Vortrag ein-
gebaut, den er im Dezember 1930 auf Einladung der Philosophischen Ge-
sellschaft in Hamburg gehalten hat. In diesem Vortrag ,,Die Grundlagen der
elementaren Zahlenlehre“ heifit es im Rahmen von Uberlegungen zur priista-
bilierten Harmonie zwischen Natur und Denken iiber die Anwendung trans-
finiter SchluBweisen (Hilbert 1951, 387f.):

Endlich, wenn wir erst an alle Anwendungen denken und uns klarma-
chen, was fiir eine Fiille von transfiniten Schliissen der schwierigsten
und miithsamsten Art z.B. in der Relativitdtstheorie und Quanten-
theorie steckt, und wie sich doch die Natur genau nach diesen Ergeb-
nissen richtet: der Fixsternstrahl, der Merkur und die komplizierte-
sten Spektren hier auf Erden und in der Ferne von hunderttausenden
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Lichtjahren; sollten wir bei dieser Sachlage wegen der schénen Augen
Kroneckers und einiger als Mathematiker verkleideter Philosophen aus
Griinden, die noch dazu vollig willkiirlich und gar nicht einmal prézise
formulierbar sind, auch nur einen Augenblick an der Berechtigung der
Anwendung des Tertium non datur zweifeln?

3 Ernst Zermelo

3.1 Biographische Skizze

Zermelo wurde am 27. Juli 1871 in Berlin geboren ® Er studierte Mathematik,
Physik und Philosophie in Berlin, Halle, Freiburg i. Br. und schliefSlich wieder
Berlin, wo er nach dem Staatsexamen® als erster Doktorand von Hermann
Amandus Schwarz 1894 mit der Dissertation Untersuchungen zur Variati-
onsrechnung promovierte. Von 1894-1897 war er Assistent von Max Planck
am Institut fiir theoretische Physik in Berlin.

1897 ging er nach Gottingen, habilitierte sich 1899 fiir Mathematik und
lehrte dort anschlieSend als Privatdozent, finanziert durch ein Privatdozen-
tenstipendium. 1905 wurde er zum Titularprofessor ernannt. Als sein Stipen-
dium auslief und nicht mehr verldngert werden konnte, erhielt er 1908 mit
Hilberts Unterstiitzung einen besoldeten Lehrauftrag fiir Mathematische Lo-
gik und verwandte Gegenstédnde, den ersten Lehrauftrag, der fiir dieses Fach
in Deutschland vergeben wurdeZ Schon in dieser Zeit erkrankte Zermelo an
Tuberkulose, eine Krankheit, die er durch lange Aufenthalte in Sanatorien in
der Schweiz zu kurieren versuchte.

Im Friihjahr 1910 beantragte die Philosophische Fakultdt der Universitit
Gottingen, Zermelo zum Extraordinarius zu ernennen® Dieser Antrag wurde
jedoch hinfallig, weil Zermelo als ordentlicher Professor fiir Mathematik an
die Universitét Ziirich berufen wurde® Aber schon im Januar 1911 muBte er

5Vgl. zu Biographie und Werk unter Schwerpunktsetzung auf die Gottinger Zeit Zer-
melos Kapitel 4 meines Buches Hilbertprogramm und Kritische Philosophie (Peckhaus
1990a) sowie meinen Aufsatz ,,,Ich habe mich wohl gehiitet, alle Patronen auf einmal zu
verschieBen‘ “ (19900).

6Zermelo wurde am 2. Februar 1897 durch das Oberlehrerzeugnis ,,die wissenschaftliche
Befdhigung zuerkannt, neben der philosophischen Propddeutik, Mathematik, Physik, Geo-
graphie, Mineralogie in allen, Chemie in den mittleren Klassen einer héheren Schule zu
lehren“, Nachlafl Zermelo, Bestand Institut fiir Mathematische Logik, Universitit Freiburg
i. Br.

"Von der im Sommersemester 1908 gehaltenen Vorlesung ,,Mathematische Logik® liegt
im Nachlaf§ Zermelos eine von Kurt Grelling erstellte Ausarbeitung vor (Zermelo 1908b).
Vgl. auch Peckhaus 1992.

8SUB Géttingen. Cod. Ms. D. Hilbert 492.

9Zermelos Zeit in Ziirich ist Gegenstand meines online publizierten Textes ,,Zermelo in
Ziirich“ (Peckhaus 1997/2001). Dort auch die archivalischen Belege.
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sich krankheitsbedingt fiir ein Jahr beurlauben lassen. Im Mérz 1914 wurde
eine Kaverne im Oberlappen des rechten Lungenfliigels durch eine Parafin-
plombe verkleinert. Die Operation wurde von Ferdinand Sauerbruch, dem
damals in Ziirich wirkenden Pionier der Brustkorbchirurgie, durchgefiihrt.
1915 mufite sich Zermelo einer weiteren Operation unterziehen. Eine tuber-
kulose Stimmband-Verédnderung hatte es ihm unméglich gemacht zu lehren.
Die Vertretung iibernahm iibrigens Paul Bernays, der sich 1912 bei Zermelo
in Ziirich habilitiert hatte. Nachdem im Friihjahr 1916 nicht absehbar war, ob
er im bevorstehenden Sommersemester werde lesen konnen, reichte Zerme-
lo dem Willen des Hochschulrates der Erziehungskommission entsprechend
seinen Abschied ein, so dal die ohnehin zunéchst auf sechs Jahre erfolgte Be-
rufung nicht verldngert wurde. Diese sechs Jahre an der Universitét Ziirich
waren die einzige Zeit seines Lebens, in der Zermelo eine feste, bezahlte Stelle
innehatte. Er sollte fortan vor allem von seiner Ziircher Pension leben.

1921 zog Zermelo nach Freiburg i. Br. um, wo er offenbar Kontakte zu den
Freiburger Mathematikern aufnahm. 1926 wurde er auf Initiative von Lothar
Heffter und Alfred Loewy zum ordentlichen Honorarprofessor fiir Mathema-
tik an der Universitédt Freiburg i. Br. ernannt. 1935 wurde er denunziert, er
erweise den ,,Deutschen Grufl* nicht oder nur nachléssig und schiadige so das
Ansehen der Freiburger Dozenten- und Studentenschaft. Der Einleitung eines
Verfahrens zum Entzug seiner venia legendi kam Zermelo durch den Verzicht
auf eine weitere Lehrtatigkeit zuvor X

In einem Kondolenzbrief an Zermelos Witwe Gertrud bezeichnet Paul
Bernays Zermelo als markante und originelle Forscherpersonlichkeit. Gera-
de wahrend seiner Freiburger Zeit hat er tiefe freundschaftliche Beziehungen
z.B. zum Mathematiker Arnold Scholz unterhalten, der nach Kiel ging und
dort wegen seiner politischen Indifferenz in das Schuflfeld nationalsozialisti-
scher Studentenvertreter geriet, aber auch zu Marvin Farber, dem Phianome-
nologen, der 1927 an die State University of New York at Buffalo gegangen
war. Zermelo iibte auch einen nachhaltigen Einflul auf einige seiner Studen-
ten aus. Dazu gehorte z. B. in Géttingen der im Dritten Reich ermordete Kurt
Grelling (vgl. Peckhaus 1993, 1994), in Freiburg Gottfried Martin, der 1934
bei Zermelo Vorlesungen und Ubungen iiber Mengenlehre gehort hatte ™ ge-
legentlich mit ihm korrespondierte und sich nach Zermelos Tod zusammen
mit Helmuth Gericke um den Erwerb des Nachlasses und eine Edition der
Schriften Zermelos bemiihte.

Zermelo als markante Personlichkeit hatte aber auch seine Kanten. Po-
lemische Kontroversen haben nach dem Urteil Gregory Moores (1982, 159)

0Der Vorgang ist in der Freiburger Personalakte Zermelos dokumentiert, UA Freiburg,
B 24/4259.

HSiehe den undatierten Brief Martins (nach 1940), Universititsarchiv Freiburg i.Br.,
Nachlafl Zermelo [UA Freiburg], C 129/73.
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Zermelo stets zu den grofiten Anstrengungen angespornt. Diese Polemiken
waren oft auch personlich gefirbt, und seine Eigenheiten, so Gericke (1955,
73), stieBen ,,selbst seine Freunde manchmal vor den Kopf*. Gerickes Bemer-
kung zeigt, dal Zermelo wohl auch in Freiburg nicht nur Freunde hatte. Da
er sich zudem nicht auf einer Wellenlénge mit dem neuen nationalsozialisti-
schen Zeitgeist bewegte (hierin unterschied er sich von Becker), kam es wohl
insbesondere zu Konflikten mit Lothar Heffters Nachfolger Gustav Doetsch,
dem nationalsozialistischen Hardliner unter den Freiburger Mathematikern,
der, wie sich Arnold Scholz gegeniiber Zermelo ausdriickte ™ | die Wissen-
schaft terrorisiert“. Die Denunziation durch den Doetschschen Assistenten
Eugen Schlotter fithrte letztendlich zur Entlassung ZermelosD3

1946 bekundete Zermelo die Bereitschaft, seine Tatigkeit als Honorarpro-
fessor unter den geénderten politischen Bedingungen wieder aufzunehmen.
Er wurde rehabilitiert ™ von seinen Lehraufgaben aber unter Riicksicht auf
sein fortgeschrittenes Alter, seine schwere Erkrankung und seine zunehmende
Erblindung entbunden. Zermelo starb am 21. Mai 1953 in Freiburg.

3.2 Zum Werk Zermelos

Die ersten wissenschaftlichen Veroffentlichungen Zermelos gehéren in den
Bereich der angewandten Mathematik. Er arbeitete zur Variationsrechnung
und zu Anwendungen der Mathematik in der Kinetischen Gastheorie. Schon
1896 wurde er weithin bekannt durch eine polemische Auseinandersetzung
mit Ludwig Boltzmann um den sogenannten Wiederkehreinwand zur Kine-
tischen Gastheorie (vgl. Zermelo 1896a, b).

1897 wechselte er von Berlin nach Gd&ttingen, um sich in einer kleineren
Stadt auf eine spétere Habilitation in theoretischer Physik, Mechanik oder
einem anderen Fach vorzubereiten, wie er an Felix Klein schrieb ™

Nach dem Pariser Vortrag David Hilberts iiber ,,Mathematische Pro-
bleme* im Jahr 1900 (Hilbert 1900) geriet Zermelo unter dessen Einfluf.
Er konzentrierte seine Arbeiten zunehmend auf die Mengenlehre und da-
mit auf Arbeiten, die im Zusammenhang mit dem Cantorschen Problem,
die Méchtigkeit des Kontinuums zu bestimmen, standen, das Hilbert seinen
Pariser Zuhorern als erstes Problem fiir die Mathematik des neuen Jahr-
hunderts présentiert hatte. Seinen Ruf als Mengentheoretiker begriindete er
vor allem durch drei Arbeiten, die zugleich dazu beitrugen, Gottingen zum

12 Arnold Scholz an Zermelo, dat. Kiel 9.2.1935, UA Freiburg, C 129/104. Zu Doetsch
und seiner nationalsozialistischen Verstrickung vgl. Remmert 1999.

13Vgl. die Akten im UA Freiburg, Personalakte Zermelo, B 24/4259.

14Die Wiedereinsetzungsurkunde datiert von 23.7.1946, UA Freiburg, Fakultitsakten, B
15/736.

15Zermelo an Klein, dat. Berlin 19.7.1897, SUB Géttingen, Cod. Ms. F. Klein, 12.433A.
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Weltzentrum fiir mathematische Grundlagenforschung zu machen. Es han-
delt sich um die 1904 verotffentlichte Schrift ,, Beweis, dal jede Menge wohl-
geordnet werden kann“ (Zermelo 1904 ), die deshalb so kontrovers diskutiert
wurde, weil der Beweis des Wohlordnungssatzes mit Hilfe des umstrittenen
Auswahlaxioms gefithrt worden warI® und die beiden 1908 veroffentlichten
Aufsiitze ,Neuer Beweis fiir die Moglichkeit einer Wohlordnung* (1908a) und
,» Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre. 1 (1908b). In der
erstgenannten Arbeit setzte er sich im zweiten Teil in scharfer Form mit
den Kritikern seines ersten Beweises auseinander, die zweite Arbeit enthélt
die berithmte erste Axiomatisierung der Mengenlehre im Geiste des axioma-
tischen Programms seines Gottinger Lehrers David Hilbert. Zermelo wurde
damit sozusagen zu einem ersten Mitglied der Hilbertschen Schule der Grund-
lagenforschung, zu einer Zeit, als diese Schule noch gar nicht existierte.

Zermelos Konzentration auf die Mengenlehre war aber nie vollstandig. Er
arbeitete weiterhin in der Variationsrechnung, und als ihn Bertrand Russell
1912 bat, auf dem fiinften internationalen Mathematiker-Kongref3 in Cam-
bridge iiber das Auswahlaxiom zu sprechen, erklarte er, dafl er es vorzie-
hen wiirde, iiber die Theorie des Schachspiels vorzutragen ™ Mit der dort
prasentierten Anwendung der Mengenlehre auf die Theorie des Schachspiels
(Zermelo 1913) wurde er zu einem der Begriinder der Spieltheorie.

Zwischen 1914 und 1927 finden wir keine Publikation von Zermelo. Abra-
ham A. Fraenkel spekuliert in seinen Erinnerungen iiber die Griinde: , Als ich
Zermelos Freund Erhard Schmidt gelegentlich fragte, warum denn Zermelo
fast aufgehort habe zu publizieren, erwiderte er, weil er mit seinen Veroffent-
lichungen niemand mehr zu drgern erwarten konne® (Fraenkel 1967, 149,
Anm. 55). Sicherlich war die Kontroverse ein wichtiger Motor fiir Zermelos
Schaffen, ausschlaggebend fiir sein Schweigen diirften aber Krankheit und
zunehmende wissenschaftliche Isolation nach Ende der Ziircher Professur ge-
wesen sein.

Mit der Ubersiedlung nach Freiburg und der Berufung auf die Honorar-
professur fiir Mathematik in Freiburg hatte es mit der Isolation ein Ende.
Zermelo begann wieder rege zu publizieren, zusétzlich unterstiitzt und moti-
viert durch ein Stipendium, das ihm von der Notgemeinschaft der deutschen
Wissenschaft zur Erforschung von ,,Wesen und Grundlagen der reinen und
angewandten Mathematik, die Bedeutung des Unendlichen in der Mathe-
matik* gewihrt wurde™ Zermelo erhielt dieses Stipendium in den Jahren
1929 bis 1931. Ergebnis dieser Forschungen sind seine grundlegenden Arbei-
ten {iber kumulative Mengenhierarchien und infinitéire Sprachen. Uber seine

16Zur Geschichte dieses Satzes vgl. vor allem Moore 1982.

17Vgl. die Briefe Russells vom 16.3.1912 und 8.4.1912, UA Freiburg, C 129/99.

18Vgl. UA Freiburg, C 129/40. Zermelos Bericht an die Notgemeinschaft der deutschen
Wissenschaft wurde von Gregory H. Moore verdffentlicht (Moore 1980, 130-134).



Becker und Zermelo 9

Motivation zu diesen Forschungen schreibt Zermelo in seinem Bericht an die
Notgemeinschaft der deutschen Wissenschaft:

Mittlerweile war aber auch die Frage nach den ,,Grundlagen“ aufs
Neue wieder in Flufl gekommen durch das etwas gerduschvolle Auftre-
ten der ,Intuitionisten®, die in temperamentvollen Streitschriften eine
, Grundlagen-Krisis“ der Mathematik verkiindeten und so ziemlich der
ganzen modernen Wissenschaft den Krieg erkléarten — ohne selbst et-
was Besseres an ihre Stellen setzen zu konnen. ,Eine Mengenlehre als
besondere mathematische Disziplin wird es nicht mehr geben® dekre-
tierte einer ihrer eifrigsten Adepten — wihrend gleichzeitig die neuen
Lehrbiicher der Mengenlehre nur so ins Kraut schossen. Diese Sachlage
veranlafite auch mich damals, den Grundlagen-Problemen wieder mei-
ne forschende Tétigkeit zuzuwenden, nachdem ich durch langwierige
Krankheit und geistige Isolierung im Auslande der wissenschaftlichen
Produktion schon fast entfremdet war. Ohne in dem proklamierten
Streite zwischen ,, Intuitionismus“ und ,,Formalismus®“ Parteigénger zu
werden — ich halte diese Alternative iiberhaupt fiir eine logisch un-
zuléssige Anwendung des ,, Tertium non datur® — glaubte ich doch zu
einer Klarung der einschlidgigen Fragen beitragen zu kénnen T

Von grofler motivierender Kraft war eine Vortragsreise nach Polen, auf der
er seine Uberlegungen zur Diskussion stellte.

Aber auch in jener Zeit arbeitete Zermelo nicht ausschlieBlich in der Men-
genlehre: Daf er 1930 eine auch von Fachleuten gelobte Ubersetzung aus
Homers Odyssee (Zermelo 1930c) vorlegte, sei hier nur am Rande erwéhnt.
Wichtiger ist, dal er sich auch wieder der Variationsrechnung und damit
Anwendungen der Mathematik widmete. Eine der grofien Errungenschaften
war die Anwendung der Variationsrechnung auf Probleme der Navigation
von Luftfahrzeugen (Zermelo 1931, Vorverdffentlichung Zermelo 1930b), an-
geregt, wie er in einem Bericht an die Notgemeinschaft der deutschen Wissen-
schaft schreibt2¥  durch die Weltfahrt des ,Grafen Zeppelin‘ ¢, die u.a. die
Aufmerksamkeit des italienischen Mathematikers Tullio Levi-Civita erregte
(Levi-Civita 1931). Richard von Mises, der schon 1918 mit seiner Fluglehre
(v. Mises 1918) das Standardwerk auf diesem Gebiet vorgelegt hatte, beur-
teilt Zermelos Leistung wie folgt (v. Mises 1931, 373):

Herr E. Zermelo hat als erster die Aufgabe gestellt und gelost, die
fiir die praktische Luftfahrt nicht ganz ohne Interesse sein kann: Wie
sehen die Bahnkurven aus, auf denen ein Luftfahrzeug mit konstanter
Eigengeschwindigkeit, bei verdnderlicher Windstérke, in kiirzester Zeit
von einem Punkt zum anderen gelangt.

YUA Freiburg C 129/140; Moore 1980, 131.
20UA Freiburg, C 129/140.
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Zermelos Interesse an den Anwendungen der Mathematik duflerte sich auch
in Untersuchungen iiber Gegenstdnde wie ,,Straflenbau im Gebirge“, ,, Gum-
miball und Lampenschirm® und ,,Wie zerbricht ein Stiick Zucker® — so je-
denfalls die Themen eines Vortrages, den Zermelo am 19. Juli 1941 in der
Mathematischen Gesellschaft in Gottingen hielt 2 Zermelos Versuch, Arbei-
ten dieser Art in einem Band mit dem Titel Mathematische Miniaturen. Eine
Sammlung unterhaltender Aufgaben fiir Mathematiker und Freunde der Ma-
thematik zusammenzufassen, blieb ebenso unvollendet wie andere Buchpro-
jekte, so dafl die letzte Veroffentlichung Zermelos von 1935 stammt (Zermelo
1935).

Im Nachla$ sind zudem Zermelos Bemiihungen dokumentiert, eine Ausga-
be seiner mathematischen Werke zu organisieren, ein Plan, den er schon seit
1912 verfolgt hatte. Auf ein entsprechendes Angebot an den Springer-Verlag
erhielt er im Mérz 1949 die Antwort, dafl man dariiber vor langen Jahren
schon einmal gesprochen habe. Damals sei die Sache durchfiihrbar gewesen,
in der heutigen Situation (des Jahres 1949) nicht 22

4 Becker iiber Zermelos Mengenlehre

4.1 Mathematische Existenz

In Beckers 1927 veroffentlichtem mathematikhistorischen Hauptwerk Mathe-
matische Erxistenz (Becker 1927) finden sich nur wenige Beziige auf Zermelo.
Das ist durchaus verstédndlich, denn zu lange lagen Zermelos grundlegende
Arbeiten zur Mengenlehre zuriick. In den von Becker reflektierten Grundla-
genstreit der Mathematik hatte sich Zermelo bis 1927 nicht eingemischt. Seine
Anwendung der axiomatischen Methode auf die Mengenlehre wird von Becker
schlicht erwahnt (Becker 1927, 6). In dem von Becker gebrauchten Eponym
,Cantor-Zermelosche Mengenlehre® (14) wird deutlich, dafl er Zermelo mit
Cantor zusammen an den Beginn der Entwicklung stellt, die auf die Mengen-
lehre seiner Zeit gefiihrt hat. Das Zermelosche Auswahlaxiom wird erlautert
(19, Anm. 1), und es wird erwdhnt, dafl es aus Hilberts transfinitem Axiom
gefolgert werden kann (18f.). Im Zusammenhang mit diesem Axiom Hilberts
wird gezeigt, dafl mit Zermelos Beweis des Wohlordnungssatzes natiirlich
nicht tatsdchlich eine Konstruktion fiir die Wohlordnung des Kontinuums
vorgelegt wurde (21, Anm. 1). Becker erwédhnt summarisch Zermelos Versuch,
die Russellsche Antinomie durch geeignete Definition des Mengenbegriffs zu
vermeiden (117). In seinen historischen Bemerkungen stellt er fest, dafl mit
der Cantorschen Mengenlehre die Scheu vor dem Aktual-Unendlichen ver-
schwunden sei, aus Nominaldefinitionen seien existenzsetzende Realdefinitio-

21 Einladungszettel, UA Freiburg, C 129/129.
22Gchreiben des Springer-Verlages vom 14.3.1949, UA Freiburg, C 129/136.
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nen geworden. Damit wéren aber auch die antiken konstruktiven Definitionen
obsolet geworden. , Es bleibt vielleicht die Moglichkeit®, so schreibt er, , die
in gewisser Hinsicht so naive Auffassung der aktual unendlichen Mengen als
,mit einem Schlage gegebener* als eine Riickkehr zum primitiven ,Gestalten-
Sehen’ der archaischen Mathematik [...] auszulegen® (159). Als belegendes
Beispiel dient ihm Zermelos Ersetzung der , sukzessiven Auswahl unendlich
vieler Elemente durch ihre , gleichzeitige“ Auswahl beim Beweis des Wohl-
ordnungsatzes (159, Anm. 2). Becker geht auf Vorschlidge von Lebesgue zum
Zermeloschen Beweis des Wohlordnungssatzes ein, meint dann aber, dafl man
fiir den Beweis der Wohlordnung keineswegs das Zermelosche System zugrun-
delegen miisse (175, Anm. 1).

Dies ist die (wie ich hoffe) vollstéindige Liste von Erwdhnungen Zermelos
in Mathematische Ezistenz. Seine Arbeiten zur Mengenlehre kommen nur am
Rande vor, durchaus versténdlich, da sie inzwischen schon historisch waren.

4.2 Briefwechsel

Im Nachla8 von Zermelo finden sich jedoch zwei Stiicke eines Briefwechsels
zwischen Becker und Zermelo23 die auf einen intensiveren wissenschaftlichen
Austausch schliefen lassen. In einer aus Bonn geschickten Postkarte vom
18. Juli 1936 bittet Becker Zermelo um Zusendung eines Sonderdrucks der
Grenzzahlen-Arbeit (Zermelo 1930a), der beim Umzug nach Bonn verloren-
gegangen sei: ,,Da mir aber gerade diese Abhandlung von Ihnen sehr wertvoll
ist, ware ich gliicklich, wieder in Besitz eines Exemplars zu kommen.“ Es
ist genau diese Arbeit, die auch Gegenstand eines ausfiihrlichen Briefes vom
Sylvestertag des Jahres 1930 ist. Auf den letztgenannten Brief moéchte ich
nun noch eingehen.

Bei der ,Grenzzahlen-Arbeit“ handelt es sich um den Aufsatz ,Uber
Grenzzahlen und Mengenbereiche: Neue Untersuchungen iiber die Grundla-
gen der Mengenlehre®, erschienen in der polnischen Zeitschrift Fundamenta
Mathematicae (Zermelo 1930a), den Zermelo einige Zeit nach seiner Rei-
se nach Polen schrieb, die ihn im Mai und Juni 1929 u.a. nach Warschau,
Krakau und Lwéw (Lemberg) gefiihrt hatte22

Es wire wohl erstaunlich gewesen, hétte es im Vorfeld nicht Konflikte in
Freiburg gegeben. Der Freiburger Altordinarius Lothar Heffter bemerkte am
7. Marz 1929 indigniert 22 daB er nur iiber Umwege erfahren habe, daB Zer-
melo die von ihm angekiindigte Vorlesung iiber Differentialgeometrie nicht zu
halten gedenke. Er bittet ihn um Aufklarung und betont, daf§ das Programm

Z3UA Freiburg, C 129/7.

24Vgl. den Bericht Zermelos an die Notgemeinschaft der deutschen Wissenschaft vom 2.
Dezember 1929, UA Freiburg, C 129/140).

ZHeffter an Zermelo, dat. Freiburg i. Br., 7. Mirz 1929, UA Freiburg, C 129/42.
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fiir das jeweils néchste Semester stets in kollegialer Besprechung festgesetzt
werde. ,,Eine notwendige Folge des kollegialen Zustandekommens des Pro-
gramms scheint mir aber zu sein, dass, wenn einer von uns ohne Not seine
Ankiindigung zu d&ndern wiinscht, er sich dariiber zunéchst mit den Kollegen
verstandigt.“ In seinem scharfen Antwortbrief vom 13. Mirz 192928 verbittet
sich Zermelo von Heffter jegliche ,,amtlichen Vorhaltungen® beziiglich seiner
Lehrtétigkeit. Dafiir sei der Dekan zusténdig, der die Absage aber einfach zur
Kenntnis genommen habe. Er stellt richtig fest: , Fiir den mathematischen
Gesamtunterricht kann ich als nichtbeamteter Dozent ohne Lehrauftrag in
keiner Weise verantwortlich gemacht werden.“ Es folgt in weiteren Briefen
ein eher peinlicher Schlagabtausch, der wie vorgezeichnet ausgeht: Zermelo
fahrt nach Polen, und die Freiburger hétten fiir Ersatz sorgen sollen.

In einem Brief an den Warschauer Mathematiker Wladistaw Sierpinski
charakterisiert Zermelo die Grenzzahlen-Arbeit wie folgtZZ Thr Gegenstand
betreffe die Grundlagen der Mengenlehre und verspreche

eine befriedigende Aufkldrung der sogenannten Antinomien |[...]. Es
handelt sich um die Untersuchung solcher ,, Mengenbereiche*, in denen
die allgemeinen Axiome der Mengenlehre erfiillt sind und um die syste-
matische Entwickelung der wesentlich verschiedenen (unter sich nicht
isomorphen) ,,Modelle“, die zu ihrer Représentation dienen konnen.

In der Grenzzahlen-Arbeit schligt Zermelo eine Axiomatisierung der Men-
genlehre vor, die er selbst ,, ZF-System® fiir ,,Zermelo-Fraenkelsches System
nennt® und die er um das Fundierungsaxiom zum ,erginzten ZF-System®
ZF’ erweitert, zugleich aber um das Unendlichkeitsaxiom reduziert. Sie kann,
wenn man so will, als eine verspétete (und wohl auch zunéchst unbewufte)
Gegenschrift zur Kritik von Thoralf Skolem an Zermelos erster Axiomati-
sierung der Mengenlehre (Skolem 1923) verstanden werden2? Diese Kritik
betraf insbesondere das Aussonderungsaxiom, nach dem es fiir eine defini-
te Klassenaussage &(z) fiir eine Menge M eine Untermenge N von M gibt,
die diejenigen Elemente x von M enthélt, fur die €(x) wahr ist (Zermelo

26Zermelo an Heffter, dat. Freiburg i. Br. 13. Mirz 1929, ebd.

2TZermelo an Sierpinski, dat. Freiburg, 26.3.1930, UA Freiburg, C 129/100. Zur
Grenzzahlen-Arbeit vgl. Michael Halletts Einleitung (Hallett 1996) zur englischen Uber-
setzung des Aufsatzes (Zermelo 1996), Lavine 1994, 134-141, sowie (auch zum histori-
schen Kontext) Moore 1980, 120-130, Moore 1987, 125-128, Kanamori 1996, 26-29, und
Ebbinghaus 2002.

ZHeute wird das System ,ZFC“ genannt (mit ,,C* fiir “[axiom of] choice”, da das
Auswahlaxiom ,als allgemeines logisches Prinzip* vorausgesetzt wird, s. Zermelo 1930,
31).

29Zum Verhiltnis zwischen Skolem und Zermelo, insbesondere auch zur Chronologie von
Zermelos Reaktionen auf den ,Skolemismus“ siehe van Dalen/Ebbinghaus 2000, Ebbing-
haus 2002.
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1908b). Der in der Formulierung verwendete Begriff der Definitheit gerét in
der Folge ins Schufifeld, denn er war von Zermelo eher informell eingefiihrt
worden. Danach heifit eine Aussage ,,definit*, wenn iiber ihre Giiltigkeit oder
Ungiiltigkeit ,,ohne Willkiir* mit Hilfe ,,der allgemeingiiltigen logischen Ge-
setze“ entschieden werden kann (Zermelo 1908b, 262). Skolem (Skolem 1923)
scharfte Zermelos vagen Bezug auf die ,,allgemeingiiltigen logischen Gesetze*,
indem er die Zermelosche Mengenlehre in einer Sprache der ersten Stufe dar-
stellte und damit zeigte, daf§ der Satz von Lowenheim-Skolem auch auf die
Zermelosche Mengenlehre zutrifft. Dieser Satz besagt, dafl jede finite oder
abzéhlbar unendliche Menge von Satzen der Logik erster Stufe, die ein Mo-
dell hat, auch ein abzéhlbares Model hat.

Den Begriff der Definitheit hatte Zermelo selbst ohne Kenntnis der Sko-
lemschen Arbeiten 1929 ndher bestimmt (Zermelo 1929), er war aber von
Skolem sogleich gekontert worden (Skolem 1930).

Die Grenzzahlen-Arbeit gehort also in den Kontext dieses Kampfes Zer-
melos gegen den ,,Skolemismus“ B2 der nicht nur gegen die Skolemsche Kritik
gerichtet war, sondern gegen jede Form des Finitismus, sei es Brouwers In-
tuitionismus, Hilberts Metamathematik oder die Gédelschen Uberlegungen.
Solchen finitistischen Bestrebungen setzte Zermelo eine eher vage ,, Logik des
Unendlichen®“ entgegen (vgl. Zermelo 1932a, b), mit der er der ,,Unzuléng-
lichkeit jeder finitistischen‘ Beweistheorie* zu begegnen versuchte (Zermelo
1932a, 87).

In der Grenzzahlen-Arbeit beschreibt Zermelo die Abfolge der Modelle der
Mengenlehre, wobei diese Modelle durch das die Elementrelation stiitzende
Fundierungsaxiom in einer kumulativen Hierarchie geschichtet sind. Die Zer-
melosche kumulative Hierarchie entspricht damit der v. Neumannschen Hier-
archie (Kanamori 1996, 27). Die Stufen dieser Hierarchie werden induktiv
iiber die schrittweise Ausfithrung der Potenzmengenbildung erzeugt Bl Zer-
melo beginnt mit einer beliebigen Menge Vj von Urelementen, also Objekten,
die selbst keine Mengen sind, von der er dann nacheinander die iterierten Po-
tenzmengen bildet:

Vi=PW), Va=PW), ... ,Var1 =P(V,) .

An Limeszahlen V3 bildet er die Vereinigung aller vorhergehenden Po-
tenzmengen:

Vs = J{Vaa < 8} .

Die Hierarchie ist insofern kumulativ als V,, fiir alle Ordinalzahlen o und 3
mit o < @ Teilmenge von Vj ist. Zermelo zeigt nun, dafl jedes Modell von

30Der Terminus findet sich in Zermelo 1932, 85.
31Die Darstellung folgt Ebbinghaus 2002, 3.
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Z F' mit einem Anfangssegment der v.-Neumann-Hierarchie zusammenfallt
und dafl eine Stufe V,, genau dann ein Modell von ZF’ ist, wenn « der
ersten transfiniten Ordnungszahl w gleich ist (falls die Negation des Unend-
lichkeitsaxioms gilt) oder wenn « eine stark unerreichbare Kardinalzahl ist,
d.h. wenn gilt, dal (1) a tiberabzdhlbar ist, (2) « regulér ist, also keine un-
begrenzte Untermenge eines Ordnungstypus kleiner « enthélt und (3) wenn
fiir jede Kardinalzahl xk < « gilt: 2 < «.

Bei den Potenzmengenbildungen zur Konstruktion seiner Mengenhierar-
chien geht Zermelo stets von vollen Potenzmengen aus. Es ist genau dieses
Vorgehen, das Becker in seinem Brief kritisiert. Geschrieben ist der Brief am
31. Dezember 1930. Becker nimmt darin Bezug auf eine Unterhaltung am
Vortag iiber, wie er sagt, ,,1) die Frage der Méchtigkeit des Kontinuums etc.
in Threm System 2) die Frage der Unerschopflichkeit der Zahlenreihe.“

,ole sagten mir,“ so hebt er an,

in Threm System sei die Frage der Méchtigkeit von 2™ an sich entschie-
den, wenn auch leider ungelost. Und zwar deshalb, weil das Ax.-System
in jedem abgeschlossenen Bereich kategorisch sei.

Dagegen habe er doch erhebliche Zweifel, weil 6fter vom Begriff aller Unter-
mengen einer Menge Gebrauch gemacht werde, der moglicherweise mehrfach
und vieldeutig sei. Becker argumentiert, dafl man von verschieden groflen Po-
tenzmengen ausgehen kann, weil der Bereich der zuldssigen Aussonderungs-
funktionen f{ nicht determiniert und die Kategorizitit der Modelle also nicht
sichergestellt sei.

Ich will mich einer weiteren Bewertung der Beckerschen Einwénde hier
enthalten und nur Heinz-Dieter Ebbinghaus zitieren, dem ich fiir die Un-
terstiitzung bei der Transkription des Briefes sehr dankbar bin. Ebbinghaus
sagt zu Becker® Er hat mit seinen Einwéinden voéllig recht, auch [wenn] er
das auf etwas ungewdhnliche Weise ausdriickt.” Der Brief zeigt jedenfalls,
dafl Becker mit den neuesten Entwicklungen der mathematischen Grundla-
genforschung wohl vertraut war und durchaus die Fahigkeit hatte, Anspruch
und Realisierung in der Mengenlehre kritisch zu priifen.

Brief Beckers an Zermelo vom 31.12.1930

Freiburg, den 31. 12. 30

Lieber Herr Zermelo!

Beifolgend schicke ich mit bestem Dank ihre ,losen Blétter” zuriick, die
freilich inhaltlich keineswegs lose sind. Die konstruktive Deutung der Ent-
wicklungstheoreme der gedruckten Arbeit leuchtet mir durchaus ein; ebenso
die Schluflbemerkungen.

32Telefonat mit dem Autor.
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Ich mochte bei dieser Gelegenheit noch kurz auf zwei Fragen zuriickkom-
men, iiber die wir uns gestern unterhielten: 1) die Frage der Méachtigkeit des

Kontinuums etc. in ihrem System 2) die Frage der Unerschopflichkeit der
Zahlenreihe. |?

1.

Sie sagten mir, in Threm Axiomensystem sei die Frage der Méchtigkeit von
2™ an sich entschieden, wenn auch leider ungelést. Und zwar deshalb, weil
das Ax.-System in jedem abgeschlossenen Bereich kategorisch sei. (Vgl. die
Isomorphiesétze) — Ich habe dagegen doch erhebliche Zweifel. Denn mir
scheinen die Argumentationen der Beweise der Isomorphiesitze etc. (S. 35—
43 Threr Arbeit) 6fters von dem Begriff aller Untermengen einer Menge Ge-
brauch zu machen, der méglicherweise mehrfach (vieldeutig) ist. (Vgl. Axiom
A und EB¥und Anm. 1 zu S. 30.) (Auf S. 505

Wenn der Umbkreis der zugelassenen Satzfunktionen f(x) eindeutig be-
stimmt ist, gelten ihre Argumente. Es konnte aber doch sein, dafl man ver-
schiedene verniinftige Gesichtspunkte |* fiir die Umgrenzung des Umkrei-
ses der zuldssigen Satzfunktionen f aufstellen kann. (Was ich im Grunde
tatsdchlich glaube).

Falls dies moglich wére, so wiirde eine eindeutige Entscheidung der Frage,
welche Machtigkeit 2™ hat, auch bei festgelegter Basis und Charakteristik des
Mengenbereichs nicht notwendig gelten. Denn im Eindeutigkeitsbeweis (Iso-
morphiebeweis) ist die Eindeutigkeit der Definition der Potenzmenge immer
schon vorausgesetzt (aus Axiom US3 und A).

Ich meine also: Isomorphie (Kategorizitit) von Normalbereichen im Sinne
des § 4 (S. 40-43) gilt nur unter der stillschweigenden (bzw. in Anm. 1 zu S.
30 angedeuteten) Voraussetzung der eindeutigen Bestimmtheit des Umkreises
der Aussonderungs(Satz)-funktionen f, die die Untermengen einer gegebenen
Menge erzeugen. Falls mehrere verschiedene Bestimmungen jenes Umbkreises
moglich sind (nicht auf Widerspriiche fiithren)[,] gilt die Isomorphie zwischen
2 Normalbereichen mit (1) gleicher Charakteristik (2) dquivalenten Hohen
(3) gleichem Umkreis der Auss.-Funktion f. |*

Ich meine nun weiter, da§ die Machtigkeit von 2™ (insbes. auch die von
2%) von deren Umkreis der zugelassenen Untermengen abhiingt. In Threm
System wirkt sich dies dann so aus, dafl (vgl. S. 33) die Grenzzahlen der
Normalbereiche u. Umstéinden variieren. Wenn 2% unter der ersten exorbi-
tanten Zahl liegt 2 ist die erste exorbitante Zahl (Mahlos m) = m der

33 Axiom A: Axiom der Aussonderung; Axiom E: Axiom der Ersetzung.

34Es ist nicht klar, worauf dieser letzte Ausdruck verweist.

35 Axiom U: Axiom der Potenzmengen.

36Der Terminus ,exorbitante Zahl“ geht auf Felix Hausdorff zuriick (1914, 131). Exor-
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ersten ,Grenzzahl“. Sonst ist sie groBer (m; > 71,0)50 Man kann nun, im
Anschlufl an die ,,Betrachtungen®“ auf S. 33-35, untersuchen, welche exorbi-
tanten Zahlen die ,, Bedingung I1¢ fiir die Grenzzahlen (S. 34 unten )™ erfiillen
unter den verschiedenen moglichen Vorraussetzungen {iber die Michtigkeit
von 2™, die wiederum auf die verschieden mogl. Voraussetzungen iiber den
Umbkreis der zugelassenen Satzfunktionen f(z), die die Untermengen erzeu-
gen, zuriickzufiihren sind. —

Wenn das Vorige stimmt (d. h. nicht auf Widerspriiche fiithrt), so kidme
man auf noch eine dritte ,Dimension® eines ,, Modelltypus“ (S. 42), al-
Ber ,,Breite und ,,Hohe“ héitte man auch den ,,Reichtum® an Untermengen,
gewissermaflen den ,,Grad der Spaltbarkeit von Mengen* [.] |3

Ich sehe nicht ein, warum man das nicht auch noch zulassen soll. Aller-
dings ist eben heute noch unbekannt, wie man den Umkreis von f-Satzfunktio-
nen bestimmen muf}, damit eine bestimmte Mé&chtigkeit 2™ herauskommt.*
[FuBnote *: | Weiter ist natiirlich nicht jede Variation der Méichtigkeit von
2™ wirksam, sondern nur eine geniigend grofe (wenigstens eine exorbitante
Zahl iiberschreitende).“] Aber das ist doch ein vielleicht 16sbares Problem.
Jedenfalls héitte man nun in meiner Auffassung Platz fiir dieses Problem und
auch Platz fiir die mir sehr wahrscheinliche Méglichkeit, dafl die Méachtigkeit
des Kontinuums nicht durch Thre Axiome festgelegt ist. —

2.

Die beste Formulierung fiir die Unerschopflichkeit der Zahlenreihe scheint
mir von Thnen auf S. 45-46 gegeben. Der erhebliche Fortschritt iiber Mahlo
hinaus ist der, dafl Mahlo einfach nach allen singuléren Anfangszahlen mit Li-
meszahlindex |° eine kleinste reguliire Anflangszahl] mit L{imes-]Z[ahl-]Index

bitante Zahlen werden heute ,;schwach unerreichbare Zahlen“ genannt.

37Friedrich Paul Mahlo hat sich in der Mengenlehre grofier Kardinalzahlen mit den
Mahlo-Zahlen verewigt. Mahlo (* 28.7.1883 in Koswig/Anhalt, 1 20.8.1971 in Halle a.S.)
hatte zwischen 1902 und 1909 in Jena, Greifswald, Gottingen, Miinchen und Halle stu-
diert und 1908 bei Felix Bernstein in Halle promoviert. 1911 ging er in den Schuldienst,
war Studienassessor zunéichst in Bochum, dann in Recklinghausen, bevor er 1929, immer
noch als Studienassessor, an das Luther-Padagogium Mansfeld ging. 1933 wurde er amts-
enthoben. Mahlo entwickelte seine Theorie der spéiter so genannten ,,Mahlo-Zahlen*“ vor
allem in den Arbeiten Mahlo 1911, 1912, 1913. Zu Mahlo vgl. Gottwald/Kreiser 1984.
Fiir das genannte m o vgl. die Definition bei Mahlo 1911, 193, sowie die Abz&hlung der
reguléren Anfangszahlen der Gréfie nach mit 7 9 = w als der zweitgroiten Anfangszahl
nach 79 = 0, ebd., 192.

38 Jede ,Grenzzahl‘ oder ,Charakteristik‘ eines Normalbereichs ist gleichzeitig ein ,Ei-
genwert‘ oder kritische Zahl® unserer oben definierten Normalfunktion ¥(£)“ (Zermelo
1950, 34).

39Unter ,,Modelltypus“ versteht Zermelo die ,,Struktur“ eines Normalbereiches, also alles
das, war er mit allen isomorphen Bereichen gemeinsam hat.
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(= exorbitante Zahl) ansetzt, — wihrend diese (im Falle des Einheitsbe-
reichs und der engsten Spaltbarkeitsannahme 2% = ,,.;) bei Thnen als
Ordnungstyp der Gesamtheit aller im Cantor’schen Beweis vorkommenden
Grundfolgen erscheint.

Ich meine, daB man diese Uberlegung nicht verbessert, wenn man nach
dem Schlulschema von den ,veilchenduftenden Ordnungszahlen® argumen-
tiert. Denn dies tut eigentlich schon Mahlo (wenn er damit auch nur die
»Moglichkeit der Existenz* beweisen will, also eigentlich endgiiltig gar nichts)
und darin liegt m. E. gerade seine Unterlegenheit Thnen gegeniiber. Ich finde
also, Sie sollten es bei der Uberlegung auf S. 46 bewenden lassen H0

Mir scheint das Prinzip, jeden kategorischen Bereich auch als Menge auf-
fassen zu konnen, viel durchsichtiger und befriedigender, als das Prinzip,
es gibe schlieflich O[rdnungs]-Z[ahlen] mit der |* Eigenschaft &, sofern nur
diese Eigenschaft € nicht dem Wesen der O.-Z. widerspricht. Schlieflich ist
es freilich vielleicht Geschmackssache oder ,, Weltanschauungsangelegenheit*.
Ihr Prinzip hat etwas Mystisches, es liegt darin der Glaube, daf§ sich im
Himmel des geniigend weit draussen liegenden Teils der O.-Z.-Reihe |[...]
schlieflich alle Wiinsche der Mathematiker erfiillen, die nicht gerade wesen-
haft unmoglich (widersinnig) sind.

Schliefflich ist das am Sylvester ein ganz hiibscher Gedanke. —

Womit ich Thnen, zugleich im Namen meiner Frau, recht herzlich ein
gliickliches Neues Jahr wiinsche!

Ihr sehr ergebener Oskar Becker.
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